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ΚΑΠΟΙΕΣ ΑΞΙΟΣΗΜΕΙΩΤΕΣ ΕΠΙΣΗΜΑΝΣΕΙΣ  

ΣΤΗΝ ΑΛΓΕΒΡΑ ΤΗΣ Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ1   
 

Του ∆ηµητρίου Α. Ντρίζου  
Σχολικού Συµβούλου Μαθηµατικών 

 
1.   Εισαγωγή 
Όπως γνωρίζουµε, στο κεφάλαιο1. της Άλγεβρας της Α΄ Λυκείου παρουσιάζονται 
υπό µορφή επαναλήψεων και συµπληρώσεων οι πλέον βασικές  έννοιες, ιδιότητες και 
προτάσεις που αναφέρονται στους πραγµατικούς αριθµούς. Μάλιστα, θα µπορούσαµε 
να ισχυριστούµε χωρίς υπερβολή, πως η ουσιαστική κατανόηση και η εµπέδωση  αυ-
τού του τµήµατος της ύλης αποτελεί µία βασική προϋπόθεση για την καλή περαιτέρω 
µαθηµατική πορεία του µαθητή. Όµως, δεν πρέπει να παραβλέπουµε το γεγονός πως  η 
συγκεκριµένη ύλη έχει συζητηθεί, αλλά σε ένα άλλο επίπεδο, και στην Γ΄ Γυµνασίου. 
Για το λόγο αυτό, οι όποιες προσωπικές σας εξειδικεύσεις –σχετικά µε την κατανοµή 
των προβλεπόµενων διδακτικών ωρών ανά παράγραφο–, πρέπει να κινούνται στο 
πλαίσιο ενός ρεαλιστικού και καλά οργανωµένου προγραµµατισµού, ο οποίος δεν 
πρέπει, τελικά, να δηµιουργεί εµπόδια στην ολοκλήρωση της διδασκαλίας της προ-
βλεπόµενης διδακτέας ύλης. 
 

                                                 
1 Οι Σηµειώσεις αυτές αποτελούν τµήµα διδακτικού υλικού (επί της θεµατικής: ∆ιδακτική των Μαθη-
µατικών των επιµέρους γνωστικών αντικειµένων ανά τάξη), που έγραψα για τις ανάγκες µαθηµάτων 
επιµόρφωσης νεοδιόριστων καθηγητών ΠΕ.03, τα οποία πραγµατοποιήθηκαν από 25 Αυγούστου έως 5 
Σεπτεµβρίου 2008, στο εξακτινωµένο Παράρτηµα Τρικάλων του Π.Ε.Κ. Λάρισας. 
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2.   Επισηµάνσεις στην παράγραφο 1.1. 
2.1. Στην παράγραφο 1.1., σελ. 11 – 12, διατυπώνονται τέσσερις πάρα πολύ βασικές 
ιδιότητες (:οι 1., 2., 3., 4.) που είναι γνωστές από το Γυµνάσιο – χωρίς να συνοδεύο-
νται από σχετικές ασκήσεις και εφαρµογές. Και επειδή τα µαθηµατικά δεν εµπεδώνο-
νται µε  την διατύπωση (µόνον) τελικών συµπερασµάτων, σας προτείνουµε να εµπλου-
τίσετε τις εν λόγω ιδιότητες µε δικά σας παραδείγµατα.  
Ενδεικτικά προτείνουµε τα επόµενα παραδείγµατα:  
Για την ιδιότητα 1., σελ. 11 του σχολικού βιβλίου 
1. Να βρείτε τους πραγµατικούς αριθµούς x  και y  για τους οποίους:  
4 39x y− =  και  16x y+ =   
2. Αν , ,x y z είναι πραγµατικοί αριθµοί τέτοιοι, ώστε: 2xy=  , 4yz=  και 8zx= , τό-
τε να βρείτε την τιµή του γινοµένου xyz. 
Για την ιδιότητα 3., σελ. 12 του σχολικού βιβλίου 
Να λύσετε τις εξισώσεις: 

i.  ( )( ) ( )( )5 53 4 6 7 2 7 6 3 4x x+ − = − +  

ii. ( ) 2008 40167 7 1 49 7 7x x− − + = +  

Για την ιδιότητα 4., σελ. 12 του σχολικού βιβλίου 
Να βρείτε τους πραγµατικούς αριθµούς x  για τους οποίους:  

i.  ( )( )( )2 2 51 4 4 3 4 0x x x x− + + − =  

ii. ( )( )( )28 26 7 9 9 0x x+ − − ≠   

Σχόλιο: Τα παραπάνω ερωτήµατα –πέραν του κεντρικού τους στόχου, για τον οποίο 
διατυπώθηκαν– δίνουν το έναυσµα για µία συζήτηση σχετικά µε το περιεχόµενο των 
πρώτων µαθηµάτων της Άλγεβρας της Α΄ Λυκείου και τη διασύνδεσή τους µε τα 
Μαθηµατικά της Γ΄ Γυµνασίου.  
    
2.2.  Κατά τη διδασκαλία των αξιοσηµείωτων ταυτοτήτων, να επισηµανθεί η χρησι-
µότητα της ταυτότητας της διαφοράς τετραγώνων σε υπολογισµούς κατάλληλων γι-
νοµένων, όπως: 99 101,98 102,84 76⋅ ⋅ ⋅  (άσκηση 3 στην σελ. 22). Επίσης, να υπο-
γραµµιστεί ιδιαίτερα ο λειτουργικός ρόλος της παραγοντοποίησης αλγεβρικών παρα-
στάσεων, πρώτον, στην απλοποίηση κλασµάτων και δεύτερον, στην επίλυση κάποιων 
εξισώσεων.   
 
2.3.  Στις επόµενες (µαθηµατικές) προτάσεις να τονιστεί µε έµφαση το ακριβές µαθη-
µατικό νόηµα που αποδίδουµε στις λέξεις "και", "ή" και στα σύµβολα (σχέσεις) της 
ισότητας " = " και της ισοδυναµίας "⇔ ". 
1.   0 0a b a⋅ = ⇔ =  ή  0b =   
2.   0 0a b a⋅ ≠ ⇔ ≠   και  0b ≠  
3.  2 2 0 0a b a+ = ⇔ =  και  0b =  
4.  Καθώς για όλους τους πραγµατικούς αριθµούς ,a b ισχύει 2 2 0a b+ ≥ , να επιση-

µανθεί ιδιαίτερα η "αλήθεια" της ισοδυναµίας 2 2 0 0a b a+ > ⇔ ≠  ή 0b ≠  . 
Κατά την διδασκαλία και επισήµανση των παραπάνω προτάσεων-ιδιοτήτων, να κα-
ταβληθεί προσπάθεια ώστε να εµπεδωθεί από τους µαθητές –µε την συµβολή (και) 
παραδειγµάτων– το διαφορετικό µαθηµατικό νόηµα των συµβόλων  της ισότητας " = " 
και της ισοδυναµίας "⇔ ", καθώς έχει παρατηρηθεί πως ένας σηµαντικός αριθµός 
µαθητών συγχέει τον λειτουργικό ρόλο των συµβόλων αυτών.  
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2.4. Να διατυπωθούν και να συζητηθούν κατάλληλα παραδείγµατα διαµέσου των 
οποίων  αναδεικνύεται η ουσιαστική διαφορά µιας µαθηµατικής πρότασης της µορ-
φής: "Αν ( )1Π  τότε ( )2Π " από την: "Ισχύει ( )1Π  αν και µόνον αν ισχύει ( )2Π  ". 

Στο σηµείο αυτό δίνουµε και την αντίστοιχη συµβολική "γραφή" καθεµιάς των προ-
τάσεων αυτών και ακολουθεί συζήτηση, στο πλαίσιο της επικρατούσας σήµερα άπο-
ψης για τη χρήση των συµβόλων της µαθηµατικής λογικής στην απόδοση µαθηµατι-
κών προτάσεων.   
 
2.5. Τέλος, έχει καταγραφεί πως οι µέθοδοι απόδειξης µαθηµατικών προτάσεων 
εµπεδώνονται καλύτερα, όταν αυτές παρουσιάζονται κατά την ροή των µαθηµάτων 
µας, µε την ευκαιρία επίλυσης χαρακτηριστικών ασκήσεων και εφαρµογών του σχο-
λικού βιβλίου και όχι στο πλαίσιο µιας ανεξάρτητης συνεκτικής ενότητας µε µόνο 
θέµα την θεωρητική τους παρουσίαση.           
 
3. Ορισµένες βασικές προτάσεις και παραδείγµατα  
Αξιοσηµείωτες εφαρµογές και ασκήσεις του κεφαλαίου 1. 
[ …ταυτότητες, ανισο(ταυτό)τητες  κ.ά.] 
 
1. Να αποδείξετε ότι για όλους τους πραγµατικούς αριθµούς  ,a b ισχύει: 

i.  2 2 2a b ab+ ≥   

ii. ( ) ( )2 2 22a b a b+ ≤ +  

 
 
2.  Να αποδείξετε ότι:   

 i.    Αν 0a > , τότε  
1

2a
a

+ ≥  

Εφαρµογή: Αν ,a b είναι οµόσηµοι, τότε: 2
a b

b a
+ ≥  

ii. Αν 0a <  τότε  
1

2a
a

+ ≤ −  

 
3.  Να αποδείξετε ότι:   

   ( )( ) ( ) ( )2 22 2 2 2a b x y ax by ay bx+ + = + + −     : ταυτότητα του Lagrange  

   Εφαρµογή: Ισχύει ( )( ) ( )22 2 2 2a b x y ax by+ + ≥ +    : ανίσωση του Schwartz   

 
*4 .  Να αποδείξετε ότι:   

i.  ( ) ( ) ( ) ( )2 2 23 3 3 1
3

2
a b c abc a b c a b b c c a + + − = + + − + − + −    ,  

Εφαρµογή: Αν οι  , ,a b c είναι θετικοί τότε ισχύει 3 3 3 3a b c abc+ + ≥   

ii. Αν 0a b c+ + =  τότε  3 3 3 3a b c abc+ + =   : ταυτότητες του Euler 
 
5.   Αν a  πραγµατικός και 0θ > , τότε ισχύουν οι ισοδυναµίες: 
i.   a θ θ α θ≤ ⇔ − ≤ ≤  
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ii. a θ α θ≥ ⇔ ≤ −   ή  a θ≥  

 
*6 . Αν οι θετικοί αριθµοί , ,a b c εκφράζουν τα µήκη των πλευρών τριγώνου ABC,  

τότε: b c a b c− < < +  , a c b a c− < < +  και a b c a b− < < +  , τριγωνική ανισότητα  

        
4.  Ασκήσεις 
 
1.  Αν για τους µη µηδενικούς πραγµατικούς αριθµούς  , , ,a b x y ισχύει ay bx= , να 

αποδείξετε ότι  
2 2

2 2 2 2
1

x b

x y a b
+ =

+ +
 . 

 

2. Αν 
x y z

a b c
= =  µε 0abc≠  , 1a b c+ + =  και 2 2 2 1a b c+ + = , να αποδείξετε  

ότι: 0xy yz zx+ + = . 
 
3.  Αν 2 2 9x y+ = , να βρείτε την µέγιστη και την ελάχιστη τιµή της παράστασης  

4 3A x y= +  . 
 
4.  Αν για τους πραγµατικούς αριθµούς ,x y ισχύει 2 24 10 20 0x x y y− + + + = , να 

αποδείξετε ότι x y>  .  
 
5. Να αποδείξετε ότι για οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς ,a bισχύει 

2 22 2 2 4 2 0a b ab a b+ − + − + ≥  . 
6.i. Να βρείτε τους πραγµατικούς αριθµούς a  για τους οποίους ισχύει: 

 ( ) ( ) ( )3 3 3
2 3 2 5 3 0a a a− + − + − =    :(1) 

6.ii. Για την ακέραια τιµή του a ,  που ικανοποιεί την  (1), να αποδείξετε ότι η εξίσω-
ση ( )2 0kx k am x m− + + =  έχει δύο πραγµατικές και άνισες ρίζες για κάθε m R∈ και 

0k ≠  . 
 

7. Αν για τους πραγµατικούς αριθµούς , ,a b c ισχύει 
l m n

a b b c a c
= =

− − −
 , να αποδεί-

ξετε ότι: n l m= +  . 
 
8.  Να γράψετε σαν γινόµενο παραγόντων την παράσταση: 
         

3 3 327 8 18A a b c abc= + + −  
 
9. Αν , ,a b c είναι τα  µήκη των πλευρών τριγώνου ABC µε  13a b c+ + = , να απο-
δείξετε ότι: 
i.  2a ab ac< +  ,  2b ab bc< +  ,  2c ac bc< +  

ii. ( )2 2 22 169a b c+ + <  

 
10.  Να βρείτε τους πραγµατικούς αριθµούς x  για τους οποίους: 
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( ) ( ) ( )
22 25 3 3 5 3 3 1x x x x x− + − − + = −  

 

11.  Έστω ορθογώνιο τρίγωνο µε υποτείνουσα µήκους  
2

2

m
 και κάθετες  πλευρές 

µε µήκη k  και l  . Να αποδείξετε ότι 4 2 4 2 3
2 2

2

m
k ml l mk+ + + =  . 

 

12. Σε κυβική δεξαµενή ακµής 1m, εισρέει νερό µε σωλήνα παροχής 1 20
sec

lt
Π =  και 

ταυτόχρονα εκρέει νερό από τον πυθµένα της δεξαµενής µε σωλήνα ελεγχόµενης ε-

κροής 2 sec

lt
λΠ =  , όπου 20λ ≤ . 

Μετά χρόνο t  από την έναρξη του εν λόγω πειράµατος, ονοµάζουµε 1V  τον όγκο του 

νερού που έχει εισρεύσει στην δεξαµενή και 2V  τον όγκο του νερού που έχει εκρεύσει 

από αυτήν. 
 Να γράψετε: 
α. Τα 1V  και 2V  ως συνάρτηση του t  . 

β. Την εξίσωση που συνδέει τα  1V  , 2V  και περιγράφει εκείνη ακριβώς την χρονική 

στιγµή κατά την οποία η δεξαµενή γεµίζει µε νερό.  
γ. Να διερευνήσετε την εξίσωση του ερωτήµατος β. για τις διάφορες τιµές της παρα-
µέτρου λ  και έπειτα να ερµηνεύσετε µε φυσικό τρόπο (διαισθητικά) τα αποτελέσµα-
τα της διερεύνησή σας. 
δ. Σε πόσο ακριβώς χρόνο γεµίζει η δεξαµενή, όταν 
.i  0λ = ,    .ii  10λ = .        
Γενικό σχόλιο: Η επιλογή για διδασκαλία στην τάξη οποιασδήποτε από τις παραπά-
νω ασκήσεις είναι προφανές πως πρέπει να παίρνει υπόψη, πρωτίστως, το γνωστικό 
επίπεδο των µαθητών της τάξης – και βεβαίως, να µην δηµιουργείται σοβαρό πρό-
βληµα καθυστέρησης στην προγραµµατισµένη ροή της διδασκαλίας σας. 
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