
Πρόβληµα 1.3. που διατυπώνεται στην εργασία µας: 
Προτάσεις επί της διδασκαλίας ορισµένων θεµάτων  

της Ευκλείδειας Γεωµετρίας 

 

 

Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ και σηµείο Μ, που "κινείται" στην 
πλευρά ΒΓ. Φέρνουµε τα τµήµατα ΜΚ και ΜΛ, όπου Κ ση-
µείο της πλευράς ΑΒ και Λ σηµείο της πλευράς ΑΓ, τέτοια 

ώστε � � � �BKM =ΜΛΓ =ω, όπου ω  γωνία µε το ίδιο σταθερό 

µέτρο για οποιαδήποτε θέση του Μ. 
Να προσδιοριστεί η θέση του Μ στη ΒΓ, ώστε το µήκος του 
τµήµατος ΚΛ να γίνεται ελάχιστο. 
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Θεωρούµε τα τµήµατα ΒΛ΄ // ΜΛ και ΓΚ΄ // ΜΚ. 
Για οποιαδήποτε θέση του Μ στην πλευρά ΒΓ, τα τµήµατα ΒΛ΄ και ΓΚ΄ είναι 
µοναδικά, οπότε το µήκος τους είναι σταθερό. 

Επίσης, η γωνία �ΚΜΛ  έχει σταθερό µέτρο, γιατί: 
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που είναι γωνία σταθερού µέτρου, αφού ɵ ɵ �Β,Γ και ω  σταθερές. 
 



Για λόγους απλοποίησης των συµβόλων, ονοµάζουµε: 

ΜΚ = x,  ΜΛ = y,  ΒΛ΄ = ν,  ΓΚ΄ = µ, �ΚΜΛ φ= ,  ΒΜ = κ,  ΜΓ = λ,  

όπου τα x, y, κ, λ, είναι µεταβλητές ποσότητες, αφού εξαρτώνται από τη 
θέση του Μ επί της ΒΓ, ενώ τα ν, µ είναι σταθερές και  κ + λ = ΒΓ := α, α 
σταθερό. 
 

Τα τρίγωνα ΓΜΛ και ΓΒΛ΄ είναι όµοια, άρα ισχύει: 
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Επίσης, τα τρίγωνα ΒΚΜ και ΒΚ΄Γ είναι όµοια, οπότε: 
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Στο τρίγωνο ΜΚΛ εφαρµόζουµε το θεώρηµα των συνηµιτόνων για την 
πλευρά ΚΛ. 
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∆ηλαδή, 
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Παρατηρούµε ότι το ΚΛ2 εκφράζεται ως τριώνυµο 2ου βαθµού ως προς κ, 

µε συντελεστή του κ2 το 
2 2
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Οµως,  µ2 + ν2 + 2µν⋅συνφ = (µ2 + ν2 – 2µν) + (2µν + 2µν⋅συνφ) = 
           = (µ – ν)2 + 2µν(1 + συνφ) > 0, αφού συνφ > –1. 

Εποµένως, το ΚΛ2 παίρνει ελάχιστη τιµή όταν: 
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∆ηλαδή, το ΚΛ γίνεται ελάχιστο, όταν το σηµείο Μ απέχει από την κορυφή 



Β σταθερή απόσταση ίση µε: 
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Τέλος, στα πλαίσια της πάγιας ερευνητικής πρακτικής, που θέλει να εξετά-
ζουµε κατά πόσον όλα τα αποτελέσµατα που βρίσκουµε, µετά από µια µα-
θηµατική επεξεργασία, ικανοποιούν όλες τις υποθέσεις του προβλήµατος, 
θέτουµε το ερώτηµα: 

 

Μήπως υπάρχει περίπτωση η τιµή του κ, που υπολογίσαµε, µνα µην 
αντιστοιχεί πάντα σε σηµείο Μ του τµήµατος ΒΓ, αλλά το Μ να είναι 
εξωτερικό σηµείο της προέκτασης του ΒΓ; 

 

Για το λόγο αυτό, απαιτείται να διερευνηθεί αν ισχύει πάντα: 
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και επειδή αποδείξαµε ήδη ότι µ2 + ν2 + 2µν⋅συνφ > 0, αρκεί να αποδείξου-
µε ότι ισχύει:  

0 < αν2 + αµν⋅συνφ < α(µ2 + ν2 + 2µν⋅συνφ),  

που οδηγούν στις: 
ν µ

συνφ και συνφ
µ ν

> − > − . 

 
ΑΝΟΙΚΤΟ ΕΡΩΤΗΜΑ: 

 Υπάρχει γωνία φ:  0° < φ < 180°, µε − −
ν µ

συνφ > και συνφ >
µ ν

, 

που να αντιστοιχεί σε σηµείο Μ, που δεν είναι εσωτερικό σηµείο του 
τµήµατος ΒΓ; 

 
(Εργασία δηµοσιευµένη στο περιοδ. Απολλώνιος, τχ. 3ο, σσ. 121-123, έκδοση 
του Παραρτήµατος Ν. Ηµαθίας της Ε.Μ.Ε.)  

                                                                                                             
 
 
 

 
 


